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ВСТУП 
 
 Останні роки в технічних університетах відбуваються зрушення у ме-
тодиці викладання вищої математики, яку намагаються наблизити до інже-
нерних дисциплін та ліквідувати відстань між абстрактними математич-
ними теоріями і приладними задачами через тлумачення формальних  те-
орій в категоріях реальних завдань. Особливо гострою є проблема актуалі-
зації складу заочної та дистанційної математичної освіти, де відсутній пос-
тійний контакт студента з викладачем. Тому актуальним стало створення 
нового методичного забезпечення, яке б відповідало цим трендам. 
 Навчальний посібник входить до складу серії посібників «Вища мате-
матика. Практичний курс для студентів технічних спеціальностей заочної 
та дистанційної форм навчання». 
 Пропонований посібник містить теоретичні відомості, приклади 
розв’язання типових задач. Теоретична частина містить необхідні визначен-
ня, формулювання теорем, формули. Вона ілюструється розібраними при-
кладами і вправами, виконання яких сприяє засвоєнню фундаментальних 
понять вищої математики. Мінімально необхідна кількість теорії та велика 
кількість прикладів відповідає особливостям самостійного навчання. До-
сить дрібне розбиття на теми дозволяє використовувати його з різними на-
вчальними програмами та при побудові індивідуальних траєкторій навчан-
ня. 
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ГЛАВА 1. ГРАНИЦІ ТА НЕПЕРЕРВНІСТЬ 
 ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
 
§1. Поняття границі функції в точці. 
Однобічні границі функції в точці 
 
 Змінна у буде функцією однієї змінної х, якщо кожному значенню 
змінної х із певної області відповідає одно або кілька значень змінної у. 
 Використовуються такі позначення: 
 х – незалежна змінна або аргумент функції; 
 у – залежна змінна, що залежить від х, або функція. 
Задати функцію означає задати правило, закон, за яким при конкре-
тнім значенні аргументу х можна знайти значення функції у. Такий закон 
називають функціональною залежністю y=f(x) або, що теж саме у=у(х). 
Функціональну залежність можна відобразити графіком функції в коорди-
натах (х,у). 
 Поняття границі функції в точці пов’язано з особливостями обчис-
лення значень функції в деяких точках, коли підстановка значення х=а 
приводить до невизначеного виразу при обчисленні у. Наприклад:  
0
sin 0
(0)
0x
xy
x  
  ; 
 
1
1 1
1
1
cos
2 x
y
x xS
 
   f f ;  
  1
0
0 0x
x
y x e
 
   f . 
У таких випадках потрібно проаналізувати поведінку функції поблизу точ-
ки х=а. Такий аналіз неможливий без понять, що розглядаються далі. 
 Означення 1.1. Інтервал (D;E ), що вміщує точку х, тобто D<x<E, 
називається околом точки х. Якщо обрати довільне додатне число G, то G- 
околом (дельта-околом) називається інтервал (х-G; х+G). G- окіл симетрич-
ний відносно точки х, чого може и не бути у випадку довільного околу. 
Нерівність x D G   або ;x a a x aG G G G         означає, 
що точка  ;x a aG G   , тобто належить G- околу точки а. 
 
 D  х  E  х-G  х  х+G х  х
 G  G
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 а-G  а  а+G  х
 G G
x
Аналогічно можна обрати H- окіл (епсілон-окіл) для значення функції, рів-
ного b. 
 
 
 
 
Тоді належність довільної точки у 
 H-окілу точки b можна записати в вигляді: 
; ,y b y bH H H        
 ; ; .b y b y b bH H H H        
 
 Тепер наведемо визначення границі функції в точці опираючись на 
понятті околу точки мовою "H-G". 
 Нехай функція у=у(х) визначена в деякому околі точки х=а. В самій 
точці х=а функція може бути не визначена. 
 
 Означення 1.2. Число b називається границею функції y=y(x) при 
xoa (х прямує до а), якщо кожному H-околу точки b можна знайти відпові-
дний G -окіл точки а (G залежить від H), що для всіх х з G -околу значення 
функції належать H-околу точки b. 
 Вираз "х прямує до а" означає, що незалежна змінна х набуває зна-
чень, все більш близьких до значення х=а. В загальному випадку ці зна-
чення можуть бути розташовані як зліва, так і справа від х=а. Наприклад, 
нехай xi тим ближче до а, чим більше номер i (i=1,2,3}). 
 
 х1  х3  х4  х2 
 х5 
 а 
 
 
Наведемо геометричну інтерпретацію визначення границі функції в 
точці, для функції, визначеної в точці а. 
 
 y=y(x) 
H 
H 
G1 G2 
 b 
 а  x  x 
 y(x) 
 y 
 
На рисунку видно, що при 
довільному виборі H-околу точки 
b, можна знайти симетричний G-
окіл точки а (для цього треба об-
рати ^ `1 2min ;G G G  ), такий, що 
для любого значення змінної х, 
що влучає в G-окіл точки а, відпо-
відне значення функції y(x) буде 
влучати в H-окіл точки b. 
 
 у
 b+H
 b-H
 H
 H
 y
 b
 7 
 Факт існування границі функції, що дорівнює числу b при хoа мож-
на записати у вигляді: 
lim ( ) або ( )
x a x a
y x b y x bo o o  
 
 При визначенні границі не уточнювалось, яким чином х прямує до а, 
тому розглянемо нові поняття однобічних границь: границь зліва і справа. 
 Якщо незалежна змінна х набуває значень, все більш близьких до а, 
але залишається менш а (зліва від а), то одержимо лівобічну границю фун-
кції або границю зліва: 
  G 
 х1  х2  х3  а  а-G 
хoа-0 (зліва) 
Аналогічно: хoа+0(справа) 
 
Позначимо: 10
2
0
lim ( ) границя зліва;
lim ( ) границя справа.
x a
x a
y x b
y x b
o 
o 
 
   
 Відзначимо: якщо незалежна змінна х може наближатися до числа а 
зліва або справа, функція y може наближатися до свого значення b зверху 
або знизу. 
 Наприклад, функція на рисунку прямує до значення b зверху, якщо 
хoа+0 (справа) і знизу, якщо хoа-0 (зліва). 
0
0
lim ( ) 0 ( );
lim ( ) 0 ( ).
x a
x a
y x b знизу
y x b зверху
o 
o 
 
   
 
§2. Границя функції на нескінченості 
 
 Нехай незалежна змінна х необмежено росте, тобто хof і функція 
( )y x  визначена на нескінченості. 
 Означення 2.1. Число b називається границею функції на нескін-
ченості (хof), якщо для довільного H- околу точки b знайдеться таке чис-
ло М(H) >0, що для всіх х > М(H) значення функції належать H- околу точки 
b. 
 Аналогічно визначається границя функції при хo  f. 
 Якщо для функції існує скінчена границя b при хorf, то для неї іс-
нує горизонтальна асимптота  у=b. 
 Прикладом функції, що має скінчені границі на +f і f , причому 
вони різні, є елементарна функція arctgy x : 
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limarctg 0 ( );
2
lim arctg 0 ( ).
2
x
x
x знизу
x зверху
S
S
of
of
 
  
 
 
§3. Нескінченно малі (НМ) величини. Порівняння НМ величин 
 
 В математичному аналізі особливу увагу приділяють функціям, що 
мають границю рівну нулю – їх називають нескінченно малими; и функці-
ям, що мають нескінченну границю – їх називають нескінченно великими. 
Позначення: 
(нескінченно мала) lim ( ) 0
(нескінченно велика) lim ( )
x a
x a
НМ y x
НВ y x
o
o
 
 f
.
 
НВ величини взаємно зв’язані с НМ. 
1. По-перше, одна і та ж функція може бути як НМ, так і НВ при різних 
умовах. Наприклад у=х2. 
2 2
0
lim 0 але lim
x x
x xo of  f . 
2. По-друге, якщо функція у(х) є НМ в околі точки х=а та не обертається 
в нуль у цьому околі, то функція 1
( )y x
 є НВ в околі точки х=а. 
Таким чином, якщо lim ( ) 0
x a
y xo  , то 
1
lim
( )x a y xo
 f . Зворотне твер-
дження також вірно. Тому можна розглянути властивості і теореми про 
НМ величини, а потім, з відповідними змінами застосувати їх до НВ вели-
чин. 
 НМ величини часто позначають буквами грецької абетки: D,E,J,… 
Нехай lim ( ) 0 i lim ( ) 0
x a x a
x xD Eo o  . Причому в умові обчислення границь в 
якості граничного значення змінної х може бути не тільки скінченне число 
а, але і rf. 
 При подальшому обчисленні границь функцій будемо користуватись 
наступними властивостями НМ величин. 
1.  Сума скінченого числа НМ є величина НМ :  lim 0.
x a
D Eo r   
2.  Добуток скінченого числа НМ є величина НМ :  lim 0
x a
D Eo   . 
3.  Добуток обмеженої або сталої величини і НМ є величина НМ: 
lim 0,
x a
CDo    де С-const або ( )С x M . 
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 Порівняти дві НМ – означає обчислити границю їх відношення і за 
одержаним результатом зробити висновок про то, яка з величин швидше 
прямує до нуля. 
Всі можливі варіанти можна підрозділити наступним чином. 
1. Якщо lim 0
x a
D
Eo  , то D швидше прямує до нуля, ніж E та назива-
ється НМ більш високого порядку малості, ніж E. 
2. Якщо lim
x a
D
Eo  f , то E швидше прямує до нуля, ніж D та нази-
вається НМ більш високого порядку малості, ніж D. Тут ситуація 
зворотна випадку 1, якщо змінити місцями D і E: lim 0
x a
E
Do  . 
3. Якщо lim
x a
CDEo   (С=constz0), значить D і E  НМ одного по-
рядку малості. 
Якщо lim 1
x a
D
Eo   тобто 1C  , НМ називають еквівалентними. 
Це найважніший випадок НМ величин одного порядку. 
 Якщо lim lim 1
x a x a
D E
E Do o  , то ~D E  - еквівалентні (справедливо і для НВ 
величин). 
Обчислення границь суттєво спрощується, якщо застосувати теореми 
про еквівалентні НМ величини. 
 Теорема 3.1. Якщо 
1~D D  и 1~E E  при хoа, то 1
1
lim lim
x a x a
D D
E Eo o . Тобто 
можна заміняти НМ величини еквівалентними при обчисленні границь ві-
дношень (ця теорема справедлива також для еквівалентних НВ величин). 
 Теорема 3.2. У сумі, що складається з НМ величин різних порядків, 
можна відкинути НМ величини більш високих порядків і складова, що за-
лишилась, буде еквівалентна всій сумі. 
Для НВ величин ця теорема також справедлива, з відповідною змі-
ною: в сумі НВ величин можна відкинути НВ більш низького порядку. 
Наприклад,  
у(х)=х3+2х2-х  
Ця функція буде НМ при хo0, тоді  
у(х)=3х3+2х2-х 
0
~
xo -х . 
(відкинуті НМ величини більш високих порядків).  
Та ж функція буде НВ при хof, тоді  
у(х)=3х3+2х2-х ~
xof 3х
3
 . 
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(відкинуті НВ величини більш низьких порядків).  
 Складова, що залишається після відкидання, еквівалентна вихідний, 
НМ (або НВ) величині, називається її головною частиною.  
Один з технічних засобів обчислення границь – виділення головної 
частини.  
 
§4. Основні правила обчислення границь  
 
 Якщо функції y=f(x) та y=M(x) мають скінченні границі при хoа, то: 
1. |         lim lim lim
x a x a x a
f x x f x xI Io o o   . 
2. |         lim lim lim
x a x a x a
f x x f x xI Io o o   . 
3. |   
 
 
lim
lim
lim
x a
x a
x a
f xf x
x xI I
o
o
o
§ ·  ¨ ¸© ¹
, якщо  lim 0
x a
xIo z . 
4. | lim
x a
C Co  , границя сталої величини дорівнює самій сталій. 
5. |     lim lim
x a x a
C f x C f xo o    - сталу величину можна виносити за знак 
границі. 
 
§5. Перша і друга визначні границі та висновки з них. 
Таблиця еквівалентних НМ величин 
 
ПЕРША ВИЗНАЧНА ГРАНИЦЯ 
0
sin 0
lim 1
0x
x
xo
   
ДРУГА ВИЗНАЧНА ГРАНИЦЯ 
1
lim 1 1
x
x
e
x
f
of
§ ·   ¨ ¸© ¹  
 1
0
lim 1 1x
x
x efo     
де 2,718e | … 
 
 Другу визначну границю краще використовувати в такій формі:  
 
lim 1 1
bx
ab
x
a e
x
f
of
§ ·   ¨ ¸© ¹   0lim 1 1
b abx
x
ax efo     
де ,a b const . 
Висновки з визначних границь – це співвідношення еквівалентності між 
деякими НМ величинами. 
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ТАБЛИЦЯ ЕКВІВАЛЕНТНИХ НЕСКІНЧЕННО МАЛИХ ВЕЛИЧИН 
 
Нехай 0xo ,тобто є нескінченно малою величиною. 
 
Висновки з  
першої визначної границі 
Висновки з  
другої визначної границі 
 
sin x xa  
tgx xa  
arcsin x xa  
arctgx xa  
2
1 cos
2
xx a  
 
ln(1 )x x a  
1 lnxa x a a  
1xe x a  
(1 ) 1mx mx  a  
1 1n
xx
n
  a  
 
§6. Техніка обчислення границь 
 
При обчисленні границь функцій використовують правило гранично-
го переходу під знаком неперервної функції : 
   lim limx a x af x f xo o . 
Воно справедливо для всіх елементарних функцій, тому що вони непере-
рвні в областях визначення. З правила випливає, що при обчисленні гра-
ниць, перед усім, необхідно аргумент функції замінити його граничним 
значенням і перевірити, чи маємо невизначений вираз. 
До невизначених виразів відносять: 
0
,
0
 ,
f
f  0 ,f  ,ff  
0 0, 0 , 1ff . 
Якщо такий вираз існує, необхідно виконати тотожні перетворення, в 
результаті яких усувають невизначеність, а потім обчислюють границю. 
В результаті обчислення границі можна одержати такі варіанти від-
повідей: 
 
, скінченна границя;
lim ; нескінченна границя;
не існує.
x a
const
f xo  rf
 
 
 
Загальний алгоритм обчислення границь функцій 
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0
lim ?
x x
f xo   
Ð 
Підставити 
0x x  (у тому числі і x  rf) в  f x . 
    Ð 
Проаналізувати отриманий невизначений вираз:  0f x . 
    Ð 
f
f  Î 
Якщо це відношення многочленів, то виділяють головну частину: 
,
( )
lim lim ,
( )
0,
n
n n n
mx x
m m m
n m
P x a x a n m
Q x b x b
n m
of of
ª f !««   «« ¬
 
0
0
 
Ò 
 
 
 
 
 
Ô 
алгебраїчні перет-
ворення  f x : 
 виділення у чисе-
льнику і знаменнику 
множника, що пря-
мує до нуля. 
Ò 
Якщо маємо відношення многочленів, 
то розкладаємо їх на множники,  
визначивши корні. 
Ô 
Якщо границя має квадратні (кубічні) 
корни, то множимо чисельник і зна-
менник на спряжений множник. 
використання екві-
валентних НМ ве-
личин. 
Î Маємо відношення  степеневих функцій. 
0 f  Î 
Цей невизначений вираз приводимо до виду: 
1
0
ff  f  f f  або 
1 0
0 0
0 0
f    . 
ff
 
Ò 
 
Ô 
Якщо 1 1
0 0
 , то привести до загального знаменника і отримати 
невизначний вираз 0
0
. 
Позбутися ірраціональності a ba b
a b
 f   f . 
1f  Î 
Зводимо границю до виду другої визначної границі, тобто 
   11f x DD  , де D  - НМ величина. 
Потім використовуємо відомі формули  
lim 1 1
bx
ab
x
a e
x
f
of
§ ·   ¨ ¸© ¹  або  0lim 1 1
b abx
x
ax efo    . 
 
Загальний алгоритм обчислення границь функцій 
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Обчислення границь відношення многочленів при fox , 
f
f 
fo )x(Q
)x(Plim
m
n
x
, 
де P x Q xn m( ), ( )- многочлени степенів n  і m, n N m N , . 
Треба розкрити невизначений вираз ,f
f  в цьому випадку користу-
ються тим, що нескінченно велика величина еквівалентна головній части-
ні, тобто многочлен при fox  буде еквівалентний складової зі змінною x  
в найбільшій степені. 
При fox  
n
n
n
n
n
nn xa~axaxaxa)x(P 01
1
1   !  
m
m
m
m
m
m
m
mm xb~bxbxbxb)x(Q 0
2
2
1
1   !  
 
Висновок:   
««
«
¬
ª

 
!f
  
fofo
mn,
mn,b
a
mn,
xb
xalim)x(Q
)x(Plim
m
n
m
m
n
n
xm
n
x
0
 
Приклади: 
r6.1. ff  of xxx xxxlimx 82 157 48
310
= 
Виділення головної частини многоч-
ленів чисельника та знаменника веде 
до розкриття невизначеного виразу. 
10 2
8
lim lim .
1x x
x x
xof of
   f  
 mn,m,n !  810  
r© 
 
s6.2. ff  of 1132 743 23
23
xx
xxlim
x
= 
Виділення головної частини многоч-
ленів чисельника та знаменника веде 
до розкриття невизначеного виразу.  mn,m,n    33  
3
3
3 3 3
lim lim .
2 2 2x x
x
xof of
   .                                                                                                                s© 
 
t6.3. ff  of 25117 47
35
xx
xxlim
x
= 
Виділення головної частини многоч-
ленів чисельника та знаменника веде 
до розкриття невизначеного виразу. 
5
7 2
1
lim lim 0.
x x
x
x xof of
    
 mn,7m,5n    
t© 
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Обчислення границь відношення многочленів при 0xx o , constx 0 . 
( ) 0
lim .
( ) 0o
n
x x
m
P x
Q xo
  
Для розкриття невизначеного виразу 
0
0
 
виконаємо тотожні перетво-
рення, метою яких буде знищення невизначеності. Виділимо в чисельнику 
і знаменнику множники, що наближаються до 0, тобто  oxx  . Тоді    xPxx)x(P nn 10   , і з’являється можливість скоротити на множник, 
що наближається до 0. 
Квадратний многочлен cbxax)x(P 22  , який має D t 0   D b ac 2 4 , розкладається на такі множники: 
  ax bx c a x x x x2 1 2     , 
 де x1  и x2 - корені квадратного многочлена. 
 
Приклади: 
r 6.4.    o 002763
2
3 x
xxlim
x
 
Знайдемо корені квадратного много-
члена у чисельнику: 3x1  , 2 2x   
та розкладемо на множники. Знамен-
ник розкладемо як суму кубів 
).3x( 33   
=  

o )xx)(x(
)x)(x(lim
x 933
23
23
 Скоротимо на множник   03x o . 
=
23
2 5
lim .
3 9 27x
x
x xo
     
Вираз під знаком границі не має не-
визначеності 
r© 
 
s 
6.5. ff ¹¸
·
©¨
§

o 107
72
5
1
25 xx
x
xlimx = 
Приведемо до загального зна-
менника, беручи до уваги, що 
=  

o )x)(x(
xxlim
x 25
722
5
 )x)(x(xx 25107
2   . 
Після алгебраїчних перетворень  
=  

o )x)(x(
)x(lim
x 25
5
5
 скоротимо на 05 o )x( . 
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=
5
1 1 1
lim .
2 5 2 3x xo
      
Невизначений вираз розкритий. 
s© 
 
Якщо треба розкрити невизначеність 
0
0 , коли чисельник та (або) 
знаменник містять ірраціональні функції, то операцією, що дозволяє поз-
бутися ірраціональності, є множення чисельника і знаменника дробу на ві-
дповідний спряжений вираз. Як наслідок, отримаємо раціональні функції, 
для яких і виокремлюємо множник   0o ax . 
Для коренів другого і третього степенів:  
  bababa   22 ,    2233 babababa r r B ,   bababa   ,   3 233 233 babababa r r B . 
 
Приклад 6.6. 
r    o 008 5298 x xlimx  
Для виділення множника   08 ox  
помножимо та поділимо дріб на вирази, 
спряжені чисельнику і знаменнику. 
=  

o )x)(x()x(
)x)(x)(x(lim
x 52988
8529529
8
 

o )x)(x(
)x)(x(lim
x 5298
82529
8
 
Множник 10529 8o oxx , множник 828 8o oxx . Це сталі 
величини, які за властивостями границь можна винести. 
=
8
2 8 2( 8) 2 8
lim .
10 ( 8) 5x
x
xo
    
Після скорочення на  8x  отримаємо 
відповідь. 
r© 
 
Обчислення границь функцій з використанням висновків з першої та другої 
визначних границь 
Для обчислення будемо користуватись таблицею еквівалентних не-
скінченно малих (НМ) величин, що є висновками з першої та другої визна-
чних границь. 
Відзначимо, що роль НМ величини (у таблиці х) може грати будь-яка 
величина, що прямує до нуля за умовою наданої границі. Наприклад:  
;x x 03 0o o  тому 2
93133
2x~xcos;x~xsin  ; 
;xx x 02 0
2 o o  тому 5
2121
2
5 2 xx~)xx(  ; 
;x x 0 o oSS  тому tg( ) ~x xS S  , і тому подібне. 
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Приклади: 
r6.7 .   o 0041 620 xcosxtglimx   a
a
2
1641
66
2xxcos
xxtg
 
06 ox , 04 ox  при 
0ox , тобто є НМ ве-
личинами, тому 
=  
o
2
16
62
20 x
xlim
x
 можна замінити їх еквівален-
тними НМ величинами. 
=  
o x
xlim
x 4
62
2
0
2 2 6
3.
4
   
Після скорочення на 0ox  
отримаємо відповідь. 
r© 
 
s6.8.   o 005 12 3
3
0 xxarctg
lim
x
x
0
3
55
312
o

x
x
x~xarctg
x~
= 
Аналогічно попередньому 
прикладу замінимо еквівале-
нтними НМ величинами. 
20
3 ln 2 3
lim ln 2.
(5 ) 5x
x
x xo
    
Після скорочення на 0ox  
невизначеність розкрита. 
s© 
 
t6.9.   o 001213 2
22
0 x
xarctgxsinlim
x
  
3
2121
00
2
3 2
222
222
x~x
x~)arctgx(xarctg
,x~xsin,x,x

 
oo
 = Показана заміна еквівалент-ними НМ величинами. 
=   
o 0
0
2
3
2
22
0 x
)xx(lim
x
2
20
3 2
lim 3.
2x
x
xo
   
Після скорочення на 02 ox  
невизначеність розкрита. 
t© 
 
u6.10.   o 0031 520 )xln(elim xxx  
У цьому прикладі вираз у чисе-
льнику не можна замінити екві-
валентною НМ величиною.  
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=   
¸¸¹
·
¨¨©
§ ¹¸
·
©¨
§ 
o 0
0
31
1
5
5
2
0 )xln(
e
lim
x
x
x
 
Для зведення до табличної ек-
вівалентності треба винести за 
дужки x5 . 
=  ¹¸
·
©¨
§
o

;elnx~e
;x~)xln(;x
x
5
1
5
3310
22  
Показана заміна еквівалентни-
ми НМ величинами. За власти-
востями логарифмів: 
2
2
2
5
5
1
5
eln
e
lneln    . 
=   

o 0
0
3
5 2
0 x
elnxlim
x
21 ln5 .
3
e  
Після скорочення на 0ox  не-
визначеність розкрита. 
u© 
 
6.11 .   

o 0
0
11
53
23 20 xx
xcosxcoslim
x
 У цьому прикладі також неможна спо-чатку провести заміну НМ величин.  
=
;xsinxsin
xxsinxxsin
xcosxcos
42
2
53
2
532
53
 
  
 
= 
Тому в чисельнику користуємось відо-
мою тригонометричною формулою: 
22
2
EDEDED   sinsincoscos  , а у 
знаменнику добавимо і віднімемо 1. 
  


o 0
0
1111
42
23 20 )x(x
xsinxsinlim
x
 
Тепер заміняємо еквівалентні БМ. 
2
11
3
11
440
2
2
2
3 2
x~x
x~x
x~xsin,x~xsin,x


o
 = Показана заміна еквівалентними НМ величинами. 
 


o
23
42
220 xx
xxlim
x
2
20
8 6 48
lim .
5 5x
x
xo
   
Після скорочення на 02 ox  невизначе-
ність розкрита. 
© 
Зауваження до прикладів u,. Існує інший спосіб отримання таблич-
ної еквівалентності НМ величин, подібних до тих, що наведені у прикла-
дах. Так, у випадку різниці показникових функцій можна додати та відняти 
1: 
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521511515
0
222 lnxx~)()e(ee
x
xxxxxx    o
  
 Перетворення останнього виразу дає наступний результат: 
5
552
2
2
    elnx)lne(lnxlnxx , що співпадає з отриманим раніше. 
 Аналогічне зауваження можна зробити і для різниці косинусів: 
   xcosxcosxcosxcos 511353  
=
2
25
2
95131
22
0
xx~)xcos()xcos(
x
 o  
2x8  
 Таким чином, 2
0
853 x~xcosxcos
xo , що також співпадає з отриманим 
раніше результатом. 
 
Обчислення границь функцій, 
що зводяться до виду другої визначної границі 
 
Як визначити, що границя зводиться до виду другої визначної грани-
ці? Такі границі завжди мають невизначений вираз f1 . 
Ми зустрінемось з використанням техніки обчислення границь з  
розділу, де виділяли головну частину чисельника і знаменника дробу. 
Далі наведені два приклади перевірки, чи мають границі невизначе-
ний вираз f1 . 
Приклади: 
6.12.  f f  ¹¸
·
©¨
§ ¹¸
·
©¨
§

 fff
fo
xx
x
x
xlim
x
x
2
52
2
4
6
, тут виділені головні 
частини чисельника і знаменника дробу, показник прямує до нескінченно-
сті, і в результаті ця границя не має невизначеності, вона нескінченна. 
6.13.  f
f
fo
 ¹¸
·
©¨
§ ¹¸
·
©¨
§

 1
4
6
2
2
52
2
2
x
x
x
xlim
x
x
  ця границя зводиться до вигля-
ду другої визначної границі: 
ab
bx
x
ex
alim   ¹¸
·
©¨
§  f
fo
11 ; або   abxb
x
eaxlim    f
o
11
0
. 
 Аналіз виразу, що знаходиться під знаком другої визначної границі, 
показує, що його конструкція є такою  до одиниці додається НМ величи-
на D x
a , або D xa . Зауважимо: якщо у дужках додати і відняти одини-
цю, то вираз не зміниться, але це допоможе нам визначити НМ величини.  
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Приклади: 
r 6.14.   ¹¸·©¨§  f

fo
1
4
7 2
13x
x x
xlim  Додамо і віднімемо 1 в дужках. 
=   ¹¸
·
©¨
§ 
 f

fo
11
4
71
2
13x
x x
xlim  
Два останніх доданки зводимо до зага-
льного знаменника. 
=   ¹¸
·
©¨
§ 
 f

fo
1
4
471
2
13x
x x
xxlim  
Величина 0
4
11  o

foxx
, є НМ. Виді-
лимо головні частини многочленів при 
fox : x~x;x~x
2
3
2
1
2
34  .  
 
=   ¹¸
·
©¨
§ 
 f

fo
1
4
111
2
1
2
3x
x xlim  
=
3
33
2
2
11
lim 1 1 .
x
x
e
x
f
of
§ ·   ¨ ¸© ¹  
Тепер границя зведена до вигляду дру-
гої визначної границі, де 
2
311   b;a . 
r© 
 
s6.15.   f
o
 12 2311
0
)xln(
x
xcoslim
= 
Додамо і віднімемо 1 в дужках, та вико-
ристаємо еквівалентність НМ величин. 
=   f
o
  1121 2311
0
)xln(
x
xcoslim
22
2
331
2
4120
x~)xln(
;x~xcos;x

o = 
=    
o
2312
0
21
x
x
xlim  
=^ `0
0
2  o oxxz =
  f
o
  121 31
0
z
z
zlim =
2
3 .e

 
Можна ввести нову змінну z, щоб пока-
зати, що границя зведена до вигляду дру-
гої визначної границі. Тут 
3
12   b;a . 
s© 
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§7. Неперервність функції. Класифікація розривів функції 
 
 Означення 7.1. Функція у=у(х) буде неперервною в точці х=х0, 
якщо вона визначена в цій точці і деякому її околі та границя функції при 
хoх0 співпадає з її значенням в точці х=х0, тобто 
0
0lim ( ) ( ).x x
y x y xo   
 Ця рівність припускає виконання наступних умов: 

 Функція ( )f x  визначена в точці 
0x x  і деякому її околі. 

 Існує скінчена границя зліва 
0
0 2
0
lim ( ) ( 0)
x x
y x y x bo     . 

 Існує скінчена границя справа 
0
0 1
0
lim ( ) ( 0)
x x
y x y x bo     . 

 Однобічні границі рівні між собою 
1 2b b b   і 
0
lim ( )
x x
y x bo  . 

 Границя функції дорівнює значенню функції в точці 
0x x , тобто  
0
0lim ( ) ( )x x
y x b y xo   . 
Якщо не виконується хоча б одна з перелічених умов, то функція має роз-
рив в точці 
0x x . 
Точки розриву бувають I та II роду. 
 Для визначення роду розриву треба: 
1) Знайти точки, де функція може мати розрив. Це точки, що не належать 
області допустимих значень, або точки, де змінюється аналітичний вираз 
функції. 
2) У точці обчислити однобічні границі: 
0
0
1
0
2
0
lim ( ) ;
lim ( ) .
x x
x x
y x b
y x b
o 
o 
 
  
3) За результатами пункту 2 зробити висновок про характер розриву, кори-
стуючись схемою. 
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Приклад 7.1.  
Класифікувати точки розривів функції .
xx
x)x(f
32
2
2 
  
Розв’язання.  
 Перетворимо знаменник функції у добуток, визначивши корні квад-
ратного многочлена. 
.x;x;xx 13032 21
2      
Тоді .)x)(x(
x)x(f
13
2

  Функція не визначена у точках х=3 та х=-1. 
 Дослідимо на розрив точку х=3. 
;)())(()x)(x(
xlim
x
f ¿¾
½®¯­ 
 
 

o 040
01
103303
203
13
2
03
Можна зро-
бити висно-
вок, що в то-
 
В точці х0 однобічні 
границі функції: 
скінченні:  
b1; b2-const.  
В точці х0 –  
розрив 1-го роду 
хоча б одна з них 
наближається до rf  
або не існує.  
В точці х0 –  
розрив 2-го роду 
якщо однобічні 
границі рівні, 
b1=b2,  
то розрив 1-го 
роду 
називається 
усувним 
якщо однобічні 
границі не рівні, 
b1zb2,  
то розрив 1-го роду 
називається 
скінченим 
стрибком.  
21 bb  - величина 
стрибка функції 
Схема класифікації 
розривів функції 
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.)())(()x)(x(
xlim
x
f ¿¾
½®¯­ 
 
 

o 040
01
103303
203
13
2
03
 
чці х=3 зна-
ходиться ро-
зрив 2-го ро-
ду. 
 
Дослідимо на розрив точку х=-1. 
;))(())(()x)(x(
xlim
x
f ¿¾
½®¯­ 
 
 

o 004
03
101301
201
13
2
01
.))(())(()x)(x(
xlim
x
f ¿¾
½®¯­ 
 
 

o 004
03
101301
201
13
2
01
 
В точці 
х=-1 та-
кож  
розрив 2-
го роду. 
r© 
Приклад 7.2. 
Класифікувати точки розривів функції 
2
1( ) .
x
xf x e   
Розв’язання.  
 Функція неперервна всюди, окрім точки х=-1. Дослідимо функцію на 
розрив в цій точці. 
 
;beeeelim
)(
x
x
x 1
0
02
101
012
1
2
01
 f 
¿¾
½®¯­    f




o
 
 
 .beeeelim x
x
x 2
0
02
101
02
1
2
01
0  ¿¾
½®¯­    f




o  
Границя зліва нескінченна, 
тому в точці х=-1 розрив 2-го 
роду. 
 s© 
 
 
Задачі та вправи для самостійного розв’язання 
 
 Знайти границі функцій: 
1. 
2
20
4 8 1
lim
2x
x x
xo
 
 . (Відповідь: 
1
2
.) 
2. 
2
23
4
lim
4x
x
xo

 . (Відповідь: 1 .) 
3. 
2
4 2
3
3
lim
5x
x
x xo

  . (Відповідь: 0 .) 
4. 
2
2
6 5 1
lim
8 5x
x x
xof
 
  . (Відповідь: 
3
4

.) 
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5. 
2
10 5
lim
3 5 1x
x
x xof

  . (Відповідь: 0 .) 
6. 
4 3 2
2
4 3 8 1
lim
1x
x x x x
xof
   
 . (Відповідь: f .) 
7. 
2
21
5 6
lim
1x
x x
xo
 
 . (Відповідь: 3,5 .) 
8. 
2
23
6 9
lim
3x
x x
x xo
 
 . (Відповідь: 0 .) 
9. 
2
41
3 2 1
lim
x
x x
x xo
 
 . (Відповідь: 
1
1
3
.) 
10. 
21
1 2
lim
1 1x x xo
§ ·¨ ¸ © ¹ . (Відповідь: 
1
2

.) 
11. 
2
2
5 3
lim
2x
x
xo
 
 . (Відповідь: 
2
3
.) 
12. 
2
4
16
lim
3 4x
x
x xo

  . (Відповідь: 12,8 .) 
13. 
2
2 6
lim
7 3x
x
xo
 
  . (Відповідь: 1,5 .) 
14. 
3
0
8 2
lim
x
x
xo
  . (Відповідь: 1
12

.) 
15. 
23
20
1 1
lim
x
x
xo
  . (Відповідь: 1
3
.) 
16. 
0
tg6
lim
sin3x
x
xo
. (Відповідь: 2 .) 
17. 
20
1 cos2
lim
tg 2x
x
xo
 . (Відповідь: 1
2
.) 
18. 
0
sin6 sin 2
lim
4x
x x
xo
 . (Відповідь: 2 .) 
19. 
0
cos6 cos2
lim
2 sinx
x x
x xo
 . (Відповідь: 8 .) 
20.  
2
2
4
lim
arcsin 2x
x
xo

 . (Відповідь: 4 .) 
21. 
2
0
1
lim
2
x
x
e
xo
 . (Відповідь: 1.) 
22. 
2
20
cos
lim
x
x
e x
xo
 . (Відповідь: 1,5 .) 
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23. 
0
3arcsin 2
lim
sin 2arctgx
x x
x xo

 . (Відповідь: 
1
3
.) 
24. 
2
1
lim 1
1
x
x xof
§ ·¨ ¸© ¹ . (Відповідь: 2
1
e
.) 
25. 
1
3
lim 1
2 1
x
x x

of
§ ·¨ ¸© ¹ . (Відповідь: 
3
2e

.) 
26. 
1
23 4
lim
3 2
x
x
x
x

of
§ ·¨ ¸© ¹ . (Відповідь: 
1
e
.) 
27. 
2 1
1
lim
2
x
x
x
x

of
§ ·¨ ¸© ¹ . (Відповідь: 
6e .) 
 
Дослідити на неперервність функції, встановити характер точок розриву: 
28. 1
2
y
x
  . (Відповідь: 2x  , другого роду.) 
29. 
3 2
25
x xy
x
 . (Відповідь: 0x  , усувний.) 
30. 
1
23xy  . (Відповідь: 2x  , другого роду.) 
31. 
1
1
4 2
4 2
x
x
y  

. (Відповідь: 0x  , першого роду.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 25 
Запитання для самоперевірки з теми 
«Границі та неперервність функції однієї змінної» 
 
1. Яке число a  називається границею функції  y f x  у точці 0x ?  
2. Визначте поняття границі функції на нескінченності. 
3. Дайте означення однобічних границь. 
4. Яка функція називається нескінченно малою; нескінченно великою 
при 
0x xo ?  
5. Властивості нескінченно великих і нескінченно малих функцій.  
6. Які існують типи невизначеностей при обчисленні границь? 
7. Які перетворення застосовуються для розкриття невизначеностей, 
що породжуються многочленів, дробово-раціональною (ірраціональ-
ною) функцією? 
8. Наведіть першу визначну границю, наслідки з неї. 
9. Наведіть другу визначну границю, наслідки з неї. 
10. Як порівнюють нескінченно малі функції? 
11. Які нескінченно малі функції називають еквівалентними? наведіть 
їхні властивості. 
12. Опишіть застосування еквівалентних нескінченно малих до обчис-
лення границь. 
13. Дайте означення функції, неперервної в точці. 
14. Дайте означення точки розриву функції. 
15. Наведіть класифікацію точок розриву функції. 
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ГЛАВА 2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ  
ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
 
§1. Приріст функції та аргументу 
 
 Нехай х – аргумент (незалежна змінна); y=y(x) – функція. 
Візьмемо фіксоване значення аргу-
менту х=х0 і обчислимо значення фу-
нкції y0=y(x0). Тепер довільним чи-
ном задамо приріст (зміну) аргумен-
ту й позначимо його ' х (' х може бу-
ти будь-якого знаку). 
 Аргумент з приростом – це то-
чка х0+' х. Допустимо, в ній також 
існує значення функції y=y(x0+' х). 
 Таким чином, при довільній зміні значення аргументу отримаємо 
зміну функції, що називається приростом функції :    0 0y y x x y x'   '  , 
і не є довільним, а залежить від виду функції і величини x' . 
 Прирости аргументу и функції можуть бути скінченими, тобто ста-
лими числами, в цьому разі їх іноді називають скінченими різностями. 
 В математичному аналізі, в диференційному численні, розглядають 
нескінченно малі (НМ) прирости аргументу и функції. 
 
§2. Похідна функції 
 
 Нехай функція y=y(x) визначена в точці х0 і деякому її околі. 
 Означення 2.1. Границя відношення приросту функції до НМ при-
росту аргументу в точці х=х0 називається похідною функції в заданій точ-
ці. 
0
lim .
x
yy
x' o
'c  '  
 Символьне позначення похідної штрихом введено Ньютоном. Мож-
на використовувати ще нижній індекс, що показує, за якою змінною обчи-
слюється похідна, наприклад, /xy . Широко використовується також інше 
позначення, що запропонував німецький математик Лейбниць: x dyy dxc  . З 
ним ви більш докладно познайомитесь у розділі Диференціал функції і 
диференціал аргументу. 
 Похідна, обчислена у визначеній точці  0 0;x y  – це число (якщо від-
повідна границя існує и скінчена). 
y=y(x)
'y
y
 x 0  x0 x0+'x
'x
y(x+'x)
y(x)
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У фізичному сенсі похідна у точці надає швидкість зміни функції у 
точці, миттєву швидкість. 
 Розглянемо геометричний зміст похідної функції в точці. Побудує-
мо графік функції y=y(x) і відзначимо на ньому точки, що відповідають 
зміні y(x) на проміжку > @0 0; :x x x '   0 0 0; , ( , )M x y M x y , де 0 0,x x x y y y  '  ' . 
Дотична к графіку функції в точці М0  0 0;x y   граничне 
положення січної М0 М за умови 0M Mo  (точка М наближається по 
графіку функції до точки М0 ). 
 Розглянемо 
0M PM' . Очевидно, 0
0
tg
y y y
x x x
I  '   ' . 
Якщо точка М прямує вздовж графіка функції до точки М0, то значення 
tgI  буде прямувати до деякої границі, яку позначимо tgT . До того ж помі-
тимо: 
0 0 0M M x x xo  o ' o . 
Граничний кут T співпадає з кутом нахилу дотичної, що проведена 
до графіку функції в точці М0, тому похідна 0( )y xc  чисельно дорівнює ку-
товому коефіцієнту дотичної в точці  0 0;x y . 
0
0
( ) ; tglim
x
y y x k k
x
T
' o
' c   '    
геометричний зміст похідної функції в точці. 
 Таким чином, можна записати рівняння дотичної і нормалі (нормаль 
це пряма, перпендикулярна до дотичної) до графіку функції в деякій точці 
х0: 
Дотична    0 0 0( )y y y x x xc   . 
Нормаль    0 0
0
1
( )
y y x x
y x
   c . 
 Процес визначення похідної називається диференціюванням функ-
ції. 
M
T
'х
 х0+'х х0  х
 y
'y
 y0
y0+'y
 M0
 M
 y=y(x)
 P
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 Якщо функція в точці х0 має скінченну похідну, то вона називається 
диференційованою в цій точці. Функція, диференційована в усіх точках де-
якого інтервалу, називається диференційованою на цьому інтервалі. 
 Теорема 2.1. Якщо функція y=y(x) диференційована в точці. х0, то во-
на у цій точці неперервна. 
 Таким чином, неперервність – необхідна (але не достатня) умова 
диференційованості функції. 
 
Задачі та вправи для самостійного розв’язання 
 
1. До кривої 3 23 5y x x x     написати рівняння дотичної та нормалі 
у точці  3, 2M .  
(Відповідь: дотична 8 22 0x y   ; нормаль 8 19 0x y   .) 
 
2. Знайти кутовий коефіцієнт дотичної до кривої 3 3 7 0x y xy     у 
точці  1, 2M .  
(Відповідь: 1
11
k  .) 
3. Скласти рівняння дотичних до кола 2 2 52x y   паралельних прямій 
2 3 6 0x y   .  
(Відповідь: 2 3 26 0x y r  .) 
 
4. Скласти рівняння дотичної до кривої 3 2 4 17 0x y x     в точці з 
ординатою 1.  
(Відповідь: 8 17 0x y   .) 
 
5. Показати, що нормаль до кривої 35 6 3 0x x y     у точці 11,
3
M § ·¨ ¸© ¹  
проходить через початок координат. 
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§3. Основні правила диференціювання 
 
 Позначення:  
С - const, стала величина; 
U=U(x); V=V(x) – диференційовані функції. 
 
1  Похідна сталої дорівнює нулю: 0Cc   
2  Похідна аргументу дорівнює одиниці: 1xc   
3  
Похідна алгебраїчної суми скінченого 
числа диференційованих функцій дорів-
нює сумі похідних функцій: 
( )U V U Vc c cr  r  
4  Похідна добутку двох диференційова-них функцій: ( )U V U V U Vc c c      
5  Сталий множник можна виносити за знак похідної (наслідок з 4): ( )C U C Uc c    
6  Похідна частки двох диференційова-них функцій (за умовою, що Vz0): 2U U V U VV V
c c c  § ·  ¨ ¸© ¹  
 
З основних правил наслідує: 
2
C C V
V V
c § · c ¨ ¸© ¹ ;  C U U
c c  . 
 
§4. Похідна складеної функції 
 
 Нехай змінна у є функцією змінної U: y=y(U), а змінна U, в свою 
чергу є функцією змінної V: U=U(V), далі змінна V – функція незалежної 
змінної х: V=V(x) (цей ланцюжок можна було б продовжити). 
 - Змінна у є складеною функцією (суперпозицією функцій) незалежної 
змінної х: y=y(U(V(x))) ("складена" з різних функцій). 
 - Якщо всі функції в ланцюжку диференційовані, то похідна складної 
функції по незалежній змінній (аргументу) дорівнює добутку похідних по 
проміжним аргументам: 
x U V xy y U Vc c c c   . 
 Аналогічну формулу для диференціювання складної функції можна 
одержати при будь-якому рівні складеності і будь-яких позначеннях, якщо 
помітити закономірність: похідні в добутку обчислюються "по порядку", 
так, як записані у виразі для складеної функції. 
Схема:  
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xVUx VUyy)))x(V(U(yy ccc c 
 
Ще один приклад:  
tVzxWt VzxWyy))))t(V(z(x(W(yy ccccc c 
тут незалежна змінна t. 
 
 
§5. Таблиця похідних основних елементарних функцій 
 
] - Зверніть увагу! При обчисленні похідних складних функцій в роли ар-
гументу х з таблиці похідних може виступати будь-яка функція! 
 Функція Похідна 
1 
Степенева nx   nx c= 1nn x   
Окремі випадки 
1 2x x 
 
 x c  1
2 x
 
11 x
x
  1
x
c§ ·  ¨ ¸© ¹ 2
1
x
  
2 
Показникова xa   xa c= lnxa a  
Експонента xe   xe c= xe  
3 
Логарифмічна loga x   loga x c= 1lnx a  
Натуральний  
логарифм ln x   ln x c= 1x  
4 
Тригонометричні  
синус sin x   sin x c  cos x  
косинус cos x   cos x c  sin x  
тангенс tg x   tg x c  
2
1
cos x
 
котангенс ctg x   ctg x c  
2
1
sin x
  
5 
Зворотні тригонометричні  
арксинус arcsin x   arcsin x c  
2
1
1 x  
Схема:  
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арккосинус arccos x   arccos x c  
2
1
1 x

  
арктангенс arctg x   arctg x c  
2
1
1 x  
арккотангенс arcctg x   arcctg x c  
2
1
1 x

  
 
Приклад 5.1.  
 Знайти похідну функції 
2
35 30,17 2 ctg3 ln
2arctg3 2
xey x x
x
S    , вико-
ристовуючи основні правила диференціювання. 
 
Розв’язання Коментарій 
 3 35 50,17 (2 ) ctg3 (2 ) ctg3y x x x x
c§ ·§ · c¨ ¸c   ¨ ¸¨ ¸© ¹© ¹  
   2 2
2
arctg3 arctg33
ln
2 arctg 3 2
x xe x x e
x
Sc c c § ·    ¨ ¸© ¹   
2 3
5 5
2
2
2
2
2
3 3
0,17 (2 ) ctg3 (2 )
5 sin 3
3
2 arctg3
3 1 9 .
2 arctg 3
x
x
x x x
x
ee x
x
x
§ ·§ ·      ¨ ¸¨ ¸© ¹© ¹
   
  
  ,C U C U C constc c    ; 
 U V U Vc c cr  r ; 
 U V U V U Vc c c     ; 
2
U U V U V
V V
c c c  § ·  ¨ ¸© ¹   
Беремо до уваги, що 
ln
2
S   const  і ln 0.
2
S c§ ·  ¨ ¸© ¹  
 
 
У практиці найбільш важким виявляється диференціювання складної 
функції, коли треба правильно оцінити порядок складеності функцій. Тому 
нижче наведено кілька прикладів. Пам’ятайте, що нижній індекс в записи 
показує, по якій змінній обчислюється похідна. 
 
Приклад 5.2. 
 Обчислити похідну складеної функції sin3 xy  . 
 
Розв’язання Коментарій 
sin3 ;xy   Функція "складена" з показникової 
(3x ), роль х відіграє sin x , і тригоно-
метричної (sin x ) функцій. 
sin
sin(3 ) (sin ) ;
x
x x xy xc c c   Тут нижній індекс похідної показує, за якою змінною вона обчислюється.  
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sin(3 ln3) (cos ).xxy xc     За таблицею похідних визначаємо похідні відповідних функцій і знахо-
димо їх добуток. 
 
Приклад 5.3. 
 Обчислити похідну складеної функції arctg 2 1y x  . 
 
Розв’язання Коментарій 
arctg 2 1;y x   Функція "складена" з арк-
тангенса (arctgx ), квадрат-
ного кореня x  і лінійної 
функції  2 1x  . 
 2 12 1(arctg 2 1) ( 2 1) 2 1 ;x xx xy x x x cc c c       За таблицею знаходимо по-хідні, пам’ятаючи, що роль 
х грають різні функції (по-
казані нижнім індексом). 
 
2
1 1
2.
1 ( 2 1) 2 2 1
xy x x
c       
Знаходимо добуток табли-
чних похідних цих функ-
цій. 
 
Приклад 5.4. 
 Обчислити похідну складеної функції 3ln arccos 2y x . 
 
Розв’язання Коментарій 
     23 ln arccos 2 lnarccos 2 arccos 2 2y x x x xc c cc     
  
2 1 1 13 ln arccos 2 2
arccos 2 1 2 2
x
x x x
§ ·      ¨ ¸© ¹ .  
В цьому прик-
ладі треба обчи-
слити похідну 
складеної функ-
ції. Вона є добу-
тком похідних 
функцій, з яких 
складена надана 
функція. 
 
 
Після обчислення похідних не треба виконувати ніяких алгебраїчних пере-
творень. 
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§6. Похідна параметрично заданої функції 
 
 - Параметрично задана функція : ( )
( )
x x t
y y t
 ­®  ¯ , тобто змінні х и у задають-
ся як функції третьої змінної t , що називається параметром. 
 - Щоб знайти похідну параметрично заданої функції, використовують 
наступну формулу:  
t
x
t
yy
x
cc  c  . 
 
Приклад 6.1. 
Знайти похідну xyc  параметрично заданої функції:  
2
sin
; ( )t
x t t
a const
y a e
 ­ ®  ¯  в точці М(0;а). 
 
Розв’язання Коментарій 
( sin ) 1 sin cos ;t tx t t t t tc c       
 
2 2( ) 2;t tt ty a e a ec c      
Використовуємо правила дифере-
нціювання суми й винесення ста-
лої за знак похідної (правила 3 та 
5), а також диференціювання скла-
деної функції. 
22
;
sin cos
t
t
x
t
y aey
x t t t
cc   c   
За формулою знайдемо похідну 
t
x
t
yy
x
cc  c . 
2
0 sin
;t
t t
a a e
 ­®  ¯ 2
0, або sin 0,
0, 0t
t t
e t
  
    
 
В точці М: х=0; у=а; тому для ви-
значення значення параметра t, ві-
дповідного точці М, треба виріши-
ти систему. 
0
0
2
.
0
x t
aey  c  of
 
Обираємо тільки ті корені, що за-
довольняють обидва рівняння сис-
теми, і знаходимо значення похід-
ної в точці М. 
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] - Якщо значення похідної функції в деякій точці of, то графік функції в 
цій точці має вертикальну дотичну (геометричний сенс похідної функції в 
точці: вона дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної tgk T of ; 
2
ST  ). 
                                                                                                               © 
 
Задачі та вправи для самостійного розв’язання 
 
 Знайти похідні функцій, користуючись правилами диференціювання 
і таблицею похідних: 
1. 1y
x x
 . (Відповідь: 
2
3
2
y
x x
c   .) 
 
2. 4
3
1
3y x
x
  . (Відповідь: 3
3
1
12
3
y x
x x
c   .) 
 
3. 2 siny x x . (Відповідь: 22 sin cosy x x x xc   .) 
 
4. sin cosy x x x . (Відповідь: sin 2 cos2
4
xy x x
x
c   .) 
 
5.  3sin lny xª º ¬ ¼ . (Відповідь:    3 2 13cos ln lny x x xª ºc  ¬ ¼ .) 
 
6. lnctgy x . (Відповідь: 2
sin 2
y
x
c   .) 
 
7. arcsin xy e . (Відповідь: 
21
x
x
ey
e
c   .) 
 
8. 
2
1
arcsiny
x
§ · ¨ ¸© ¹ . (Відповідь: 2
1 1
2arcsin
1
y
x x
c     .) 
 
9. 
 
 
2 sin ;
2 1 cos .
x t t
y t
 ­°®  °¯
 (Відповідь: ctg
2
tyc  .) 
 
10.  2
arctg ;
ln 1 .
x t
y t
 ­°®  °¯
 (Відповідь: 2yc  .) 
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§7. Диференціал функції та диференціал аргументу 
 
 Нехай в деякій точці функція диференційована, тобто має скінченну 
похідну: 
x 0
lim
yy
x' o
'c  ' . Приймемо без доказу, що у цьому випадку приріст 
функції можна представити у вигляді:  
y y x xDc'  '  ' , де 0, 0x D' o o  - нескінченно малі величини. 
За таких умов приріст функції також НМ (нескінченно мала) величина, що 
складається з суми двох нескінченно малих величин. Виділимо її головну 
частину, порівнявши додатки (Порівняння НМ величин). 
0 0
lim lim
0x x
y x y const
xD D' o ' o
c c '    f' , 
тому xD '  - БМ більш високого порядку, ніж y xc  ' . 
 Головною частиною НМ приросту функції буде (НМ величина екві-
валентна своїй головній частині): 
~y y xc' ' . 
 - Диференціалом функції називають головну, лінійну відносно прирос-
ту аргументу, частину нескінченно малого приросту функції. 
 Диференціал позначується латинською буквою d.  
Диференціал аргументу співпадає з його НМ приростом: dx x ' , тоді фо-
рмула для обчислення диференціала функції: 
 
 - xdy y dxc  . 
x
dyy
dx
c   - похідна в диференціальному вигляді, позначення Лейбниця. 
 Для обчислення диференціалів функцій використовуються всі пра-
вила обчислення похідної. 
 
1  Диференціал сталої дорівнює нулю: 0dC   
2  
Диференціал алгебраїчної суми скінченого 
числа диференційованих функцій дорів-
нює сумі диференціалів функцій: 
( )d U V dU dVr  r  
3  Диференціал добутку двох диференційо-ваних функцій: 
( )d U V dU V U dV    
 
4  Сталий множник можна виносити за знак диференціалу: ( )d C U C dU    
5  Диференціал частки двох диференційо-ваних функцій (за умовою, що Vz0): 2U dU V U dVd V V
  § ·  ¨ ¸© ¹  
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Головна властивість диференціала функції  інваріантність, незмінність 
його форми. Нехай задана функція y=f(x), де x=  tI , тобто y=f(  tI ) є 
складною функцією. Припустимо, що f і I  - диференційовані функції. Об-
числимо dy: 
 t x t t xdy y dt f x dt x dt dx f dx f x dxc c c c c c      . 
Таким чином, диференціал функції обчислюється за однією форму-
лою як у випадку функції від незалежної змінної, так і в випадку складеної 
функції. 
Зверніть увагу на те, що інваріантна (незмінна) лише форма дифере-
нціала, тому що у змісті формули диференціала складеної функції є суттє-
ва відзнака від змісту формули диференціала функції від незалежної змін-
ної. Так, у формулі  dy f x dxc , dx не тільки диференціал, а і приріст x'  
аргументу  x, якщо  x - незалежна змінна, і dx є диференціал x, але не при-
ріст x' , якщо аргумент x є в свою чергу функція змінної t. 
 
Приклад 7.1. 
 Знайти диференціал від функції 2sin tg2y x x   при заданому зна-
ченні 
6
x S .  
 
Розв’язання Коментарій 
6
(2sin tg2 ) ;
x
dy x x dx S c   Диференціал функції обчислюєть-ся за формулою: dy y dxc  . 
2
6
2
(2cos )
cos 2 x
dy x dx
x S 
   
 
2
1
2 cos
6
cos
3
dxS S
§ ·¨ ¸   ¨ ¸¨ ¸© ¹
3
2 4 .
2
dx
§ ·¨ ¸© ¹  
Підставимо в одержаний вираз 
значення .
6
x S  
( 3 8)dy dx   при .
6
x S  
 
Задачі та вправи для самостійного розв’язання 
 
 Знайти диференціали функцій: 
1. 2tgy x . (Відповідь: 
2
1
2tg
cos
dy x dx
x
 .) 
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2. 1 lny x  . (Відповідь: 1 1
2 1 ln
dy dx
xx
  .) 
 
3. 
2 1
5 arccosxy
x
  . (Відповідь: 
2
2
2
1 5
2 5 ln5 arccos
1
x
xdy x dx
x x x
§ ·    ¨ ¸¨ ¸© ¹
.) 
 
4.  2ln 2y x x x  . (Відповідь:  2 2 2ln 2
2
xdy x x dx
x
§ ·  ¨ ¸© ¹ .) 
 
5.  23 2 cosy x  . (Відповідь: 
3
2sin
3 2 cos
xdy dx
x
  .) 
 
6.  3 3arctg xy e . (Відповідь:  3 2 369 arctg1
x
x
x
edy e dx
e
  .) 
 
 
§8. Похідні та диференціали вищих порядків 
 
 Нехай функція, визначена в деякій області D, має похідну у всіх точ-
ках цієї області. Тоді цю похідну можна прийняти за нову функцію:  y g xc  . 
 Якщо  g x , визначена в області D, має в ній скінченну похідну 
 g xc , то значення цієї похідної назвемо другою похідною функції  y x  і 
позначимо:    y g x y ccc c c  . 
 Аналогічним чином вводяться поняття третьої і далі похідних.  
Похідна довільного порядку може бути знайдена як похідна від похідної на 
порядок менше. 
     1n ny y  c  
Визначимо диференціал другого порядку як диференціал від диферен-
ціала першого порядку: 
 2d y d dy . 
Можна показати, що у випадку незалежності змінної x : 
2 2d y y dxcc  , 
де 2dx  - квадрат диференціала незалежної змінної х, а ycc  - друга похідна 
функції y . 
 Диференціал довільного порядку можна визначити як диференціал 
від диференціала на порядок менше: 
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  1n nd y d d y , 
 де  nn nd y y dx , якщо х – незалежна змінна. Властивістю інваріантності 
диференціали вищих порядків не володіють! 
 З останньої формули можна одержати так званий диференційний від 
похідної n-го порядку:  
n
n
n
d yy
dx
 , до якого ми ще повернемось в главах 
"Функція декількох змінних" і "Диференціальні рівняння". 
 
§9. Обчислення границь за правилом Лопіталя 
 
 Правило Лопіталя для обчислення границь з невизначеними вираза-
ми виду 0
0
 або ff  можна розглянути у вигляді теореми. 
 - Теорема 9.1. Нехай однозначні функції  f x  і  xI  диференці-
йовані у деякому околі точки x a , причому   0xIc z . Тоді, якщо існує 
границя (скінченна або нескінченна) відношення похідних функцій, то іс-
нує рівна їй границя відношення самих функцій. 
 
 
 
 
0
lim lim .
0x a x a
f x f x
або
x xI Io o
c f  c f  
] - Зверніть увагу: саме існування границі відношень похідних гарантує 
існування границі відношень функцій, але не навпаки! Границя відношень 
функцій може існувати і при відсутності границі відношень похідних. 
 Однак на практиці правило Лопіталя вживають в зворотному поряд-
ку: границю відношення функцій дорівнюють границі відношення похід-
них. 
 
Приклад 9.1. 
Ілюструє випадок незастосовності правила Лопіталя. 
 
Нехай        
s i n ; 1 c
; 1
f x x x f x x
x x xI I
c   
c  , знайдемо границі відно-
шення функцій:   
sin sin
lim lim lim 1 1
x x x
f x x x x
x x xIof of of
 f § ·     ¨ ¸f © ¹ ; 
 та їх похідних:     lim lim 1 cosx x
f x
x
xIof of
c  c  - не існує.  
Правило Лопіталя вживати не можна. 
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] -  limsin не існує;
x
xof  и limсos не існує.x xof       © 
 
; Правило Лопіталя можна вживати декілька разів поспіль, якщо 
невизначеність після чергового застосування не розкрита. 
; Невизначені вирази виду 0 ,f ff  за допомогою тотожних 
перетворень зводять до виду 0 ;
0
f
f  та вживають правило Лопі-
таля. 
; Бажано поєднувати застосування правила Лопіталя з використан-
ням еквівалентних нескінченно малих величин (НМВ). При цьому 
слід строго дотримуватися теореми: замінювати еквівалентними 
можна тільки у добутку (або частці) ! 
; Після кожного застосування правила Лопіталя слід перевіряти, чи 
зберігся невизначений вираз. Якщо при цьому знаходяться спів-
множники, границя яких скінченна і не дорівнює нулю (тобто чи-
сло, відмінне від нуля), їх замінюють відповідними границями. 
 
Приклад 9.2. 
Обчислити границю функції за правилом Лопіталя. 
 
Розв’язання Коментарій 
4
ctg 1 0
lim
sin 4 0x
x
xSo
    Вживати еквівалентні нескінчен-но малі величини неможна, тому 
що 
4
x So , а не до 0. 
 
 
2
4 4
1
ctg 1 sinlim lim
cos4 4sin 4x x
x x
xxS So o
c   c 
2 1
.
1 4 2
     
Перше застосування правила 
Лопіталя надає скінченну грани-
цю. 
 
Приклад 9.3. 
Обчислити границю функції за правилом Лопіталя. 
 
Розв’язання Коментарій 
 1
1 1
lim
0
cos ln 1
2
x x xSo
  f
 
Вживати еквівалентні не-
скінченно малі величини 
неможна, виконаємо то-
тожні перетворення, щоб 
застосувати правило Ло-
піталя. 
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11
1 1
coscos
22lim lim
ln 1 ln 1
x x
xx
x x
SS 
o o
c§ ·¨ ¸f © ¹    c f   
 
 
 
2
1
cos sin 1
2 2 2 2lim
1 1
1
1
x
x x
x
S S S S
o
§ ·    f   ¨ ¸© ¹   f   
 
Перше застосування не 
усуває невизначений ви-
раз, але перевірка гра-
ниць співмножників по-
казує, що деякі з них ма-
ють скінченні границі, 
якими вони и замінюють-
ся. 
 
1 12
2
11 0
lim lim
2 0 2
cos
cos2
2
x x
xx
x x
S S
S So o
c    c§ ·¨ ¸© ¹
 Ще раз застосовується 
правило Лопіталя. 
 1
1 1
lim .
2 2
2 0 12cos sin
22 2 2
x x x
S S
SS S So   f§ ·  ¨ ¸© ¹
Одержана в результаті 
границя нескінченна. 
 
] - При обчисленні границь співмножників використовують відомі вели-
чини: 
ctg 1; sin(4 ) sin 0;
4 4
S S S     cos 0; ln(0) ; sin 1.
2 2
S S  f  
 
 
Розкриття степеневих невизначених виразів виду:    0 0; 0 ; 0 ; 1f ff . 
Допустимо, існує скінченна або нескінченна границя степенево-
показникової функції    xf x I . Позначимо її: 
   lim x A
x a
f x eIo  . 
 Логарифмуємо наданий вираз і використаємо правило граничного 
переходу під знаком неперервної функції. 
   ln(lim ln ;x A
x a
f x eIo   Логарифмуємо по основі е.    lim ln ln ;
x a
x f x A eIo     
ln 1;e   
За властивостями логарифмів і правилом 
граничного переходу. 
   lim ln ;
x a
A x f xIo   Степінь числа е обчислюється як границя. 
   lim x A
x a
f x eIo  , де    lim ln ;x aA x f xIo   
За такими формулами обчи-
слюють границі степенево-
показникових функцій. 
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] -  Досить часто при обчисленні А вживають правило Лопіталя, тому 
одержані формули іноді називають другім правилом Лопіталя. 
 
Приклад 9.4. 
Обчислити границю за другим правилом Лопіталя. 
 
Розв’язання Коментарій 
 2 0
2
lim tg ;
x A
x
x eSS

o
 f   Допустимо, що грани-ця існує і позначимо її 
Ae . 
   
2
lim 2 ln tg 0
x
A x xS So    f   Тепер обчислимо по-казник степеню А. 
Перетворимо вираз 
під знаком границі, 
щоб можна було вжи-
ти правило Лопіталя. 
 
  1
2
ln tg
lim
2x
x
xS S o
f   f  
Беремо похідні від чи-
сельника і знаменника 
(окремо!). 
 
 22
2
2 2
1 1
2 0tg cos
lim lim
2 sin cos 02 2x x
xx x
x xxS S
S
S o o
         
 
Перетворимо вираз та 
перевіримо, чи зали-
шилась невизначе-
ність. Вона не усуне-
на. 
  
 
 2
2 2
2 2 2 20 2 0
lim lim 0
0 2sin 12 cosx x
x x
xxS S
S S
o o
c         c   
Замінюємо sin 1
2
S   і 
знов вживаємо прави-
ло Лопіталя. 
 2 0 0
2
lim tg 1.
x A
x
x e eSS

o
 f    
 
Остаточна відповідь. 
 
Задачі та вправи для самостійного розв’язання 
 
Знайти границі за правилом Лопіталя: 
1. 
0
1 1
lim
1xx x eo
§ ·¨ ¸© ¹ . (Відповідь: 
1
2
.) 
 
2. 
0
1 cos
lim
tgx
x
xo
 . (Відповідь: 0 .) 
 
3. 2 2lim x
x
x eof . (Відповідь: 0 .) 
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4.  tg
2
lim sin
x
x
xSo
. (Відповідь: 1.) 
 
5. 
3 2
0
1
lim
sin 2
x x
x
e e
xo
  . (Відповідь: 5
2
.) 
 
6.  2
2
lim
ln 1
x x
x
eof 
. (Відповідь: 1.) 
 
7.  
0
limctg ln x
x
x x eo   . (Відповідь: 2 .) 
 
8.  1/sin
0
lim cos
x
x
xo . (Відповідь: 1.) 
 
9.  3/lim x
x
x xof  . (Відповідь: 1.) 
 
 
§10. Дослідження функцій і побудова їх графіків 
 
 Розіб’ємо процес дослідження функції на три етапи: 
 
; На першому етапі розглянемо аналітичний вираз, що задає функцію:  y y x  та визначимо наступні характеристики. 
 
1 
Знайти область 
визначення 
функції (  D y , 
ОДЗ). 
 Це значення незалежної змінної х, при яких функція 
існує. Докладно питання визначення області допус-
тимих значень розглядається в курсі середньої шко-
ли. 
2 
Знайти нулі 
функції й точ-
ки перетину з 
віссю Oy . 
 Нулі функції – точки з у=0 (перетину з віссю Ox ). 
Такі точки розділюють інтервали, в яких функція 
зберігає знак. Одержані точки допомагають будувати 
графік. 
3 
Дослідити фу-
нкцію на пері-
одичність, па-
рність і непар-
ність. 
 Функція періодична, якщо існує таке число 0T ! :       ,y x T y x x D y    . 
Графік парної функції:    y x y x   симетричний 
відносно вісі Oy . 
Графік непарної функції:    y x y x   симетричний 
відносно початку координат. 
4 Знайти точки розриву функ-
У параграфі Границя и неперервність функції. Те-
хніка обчислення границь. Класифікація розривів 
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ції, якщо вони 
існують, і 
встановити їх 
характер. Дос-
лідити поведі-
нку функції на 
границях ОДЗ. 
функції, наведена схема класифікації розривів функ-
ції. 
В точках розривів другого роду є вертикальні асим-
птоти функції. 
5 
Знайти похилі 
та горизонта-
льні асимптоти 
функції. 
 Теорема 10.1.   Щоб пряма y k x b   була асим-
птотою функції, необхідно і достатньо, щоб існува-
ли скінченні границі:  lim
x
y x
k
xorf
  і 
 lim
x
b y x k xorf  .  
] Границі обчислюються окремо для xof  та 
xof , тому найбільша кількість асимптот – дві. 
Якщо хоча б одна границя нескінченна або не існує, 
відповідної асимптоти не існує. 
 
; На другому етапі знайдемо першу похідну функції і за її аналітичним 
виразом визначимо наступні характеристики самої функції. 
 
6 
Знайти точки 
можливих екс-
тремумів – 
критичні точ-
ки. 
 Точки, в яких 0yc   (стаціонарні), або ycorf , 
або yc  не існує. Критичні точки і точки розривів ро-
зділяють інтервали монотонності функції.  
7 
Знайти інтер-
вали зростання 
та спадання 
функції (інтер-
вали монотон-
ності).  
Позначки: 
 n - зростає,  
p - спадає. 
 Теорема 10.2.   Щоб на деякому інтервалі 
> @,x a b  неперервна, з неперервною похідною фун-
кція була монотонна, необхідно і достатньо, щоб її 
перша похідна зберігала знак на цьому інтервалі.  
 0y y xc !  n  , або  0y y xc   p  на 
> @,a b  
8 
Знайти екстре-
муми ( max / 
min  ) 
 Теорема 10.3.   Щоб в довільній критичній точці 
існував екстремум, необхідно і достатньо, щоб пер-
ша похідна функції змінювала знак при переходе че-
рез цю точку. 
 Теорема 10.4.   Щоб в стаціонарній точці існував 
екстремум, достатньо, щоб друга похідна функції 
зберігала знак в цій точці. 
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Графічна ілюстрація теореми 1 про екстремум функції. 
; На третьому етапі знайдемо другу похідну функції та за її аналітичним 
виразом визначимо наступні характеристики самої функції. 
 
9 
Знайти точки 
можливого 
перегину 
графіка фун-
кції. 
 Точки, в яких 0ycc  , або yccorf , або ycc  не існує. 
Точки перегину розділяють інтервали опуклості / 
вгнутості функції. 
10 
Знайти інтер-
вали опукло-
сті та вгнуто-
сті. Позначки: 
  - вгнутість, 
  - опук-
лість. 
 Теорема 10.5.   Щоб на деякому інтервалі 
> @,x a b  неперервна, двічі диференційована функ-
ція була опукла / вгнута, необхідно і достатньо, 
щоб її друга похідна зберігала знак на цьому інтер-
валі.   0y y xcc !   , або  0y y xcc     на > @,a b  
11 Знайти точки  перегину.  
Графічна ілюстрація теореми про опуклість / вгнутість функції и те-
ореми 10.5 про екстремум функції. 
 
 
 
 
 
 
 
 
0y !c  
 y(x)n 
0y c  
 y(x)p 
 ymax 0y c  
 y(x)p 
0y !c  
 y(x)n 
 ymin 
 
0y cc  
 y(x) 
 ymax 0y !cc  
 y(x) 
 ymin 
0y  c  
0y  c  
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Приклад 10.1. 
Методами диференційного числення дослідити функцію і побудува-
ти її графік. 
2
2( 1)
xy
x
  . 
Розв’язання. 
Розглянемо аналітичний вираз, що задає функцію  y y x ,і визна-
чимо наступні характеристики. 
 
1 
Знайти об-
ласть визна-
чення функції 
(  D y , ОДЗ). 
Оскільки задана функція дробово-раціональна, то 
вона не існує в тих точках, де знаменник дорівнює 
нулю, тобто  21 0x   . Звідки 1x z . Отже, ОДЗ 
функції   : ( ;1) (1; )D y x f  f . 
2 
Знайти нулі 
функції й то-
чки перетину 
з віссю Oy . 
Графік перетинає вісь ординат Oy  при значенні абс-
циси 0x  , 
2
2
0 0
( 1)
x y
x
     , тому графік 
функції проходить через початок координат  0; 0 . 
3 
Дослідити 
функцію на 
періодич-
ність, пар-
ність і непар-
ність. 
Функція неперіодична, бо не існує такого числа 
0T ! , щоб      ,y x T y x x D y    . 
2
2
( )( )
( )
( )( 1)
y xxy x
y xx
­  z ®  ¯ , отже, маємо функцію за-
гального вигляду. 
4 
Знайти точки 
розриву фун-
кції, якщо во-
ни існують, і 
встановити їх 
характер. До-
слідити пове-
дінку функції 
на границях 
ОДЗ. 
Точка розриву функції 1x  . Маємо розрив другого 
роду, бо 
2 2
2 2 21 0
(1 0) 1
lim ;
( 1) (1 0 1) ( 0)x
x
xo 
­ ½   f® ¾   ¯ ¿
 
2 2
2 2 21 0
(1 0) 1
lim .
( 1) (1 0 1) ( 0)x
x
xo 
­ ½   f® ¾   ¯ ¿
 
Вертикальна асимптота 1x  , бо 
2
21
lim
( 1)x
x
xo
 f . 
Поведінка функції на нескінченності: 
2 2
2
lim lim
( 1)x x
x x
xorf orf
f­ ½  ® ¾ f¯ ¿ 2x 1 . 
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5 
Знайти похи-
лі та горизон-
тальні асимп-
тоти функції. 
Похилі асимптоти шукаємо у вигляді y kx b  , 
де  lim
x
y x
k
xorf
  і   lim
x
b y x k xorf  .  
2
2 22
2 3
1( 1)
lim lim lim 0
( 1)x x x
x
x xxk
x x x xorf orf orf
      f ; 
 
2 2
2 2
lim 0 lim 1
1x x
x xb
xxorf orf
§ ·    ¨ ¸¨ ¸© ¹
.  
Функція має лише горизонтальну асимптоту 1y  . 
6 
Знайти точки 
можливих екс-
тремумів – 
критичні точ-
ки. 
Знаходимо похідну: 
2 2 2
2 4 3
2 ( 1) 2( 1) 2
( 1) ( 1) ( 1)
x x x x x xy
x x x
c§ ·    c    ¨ ¸  © ¹
. 
Критичні точки: 0yc   при 2 0, 0x x   і 
ycof  при  31 0; 1x x    (точка розриву). 
7 
Знайти інтер-
вали зростання 
та спадання 
функції (інтер-
вали монотон-
ності).  
Позначки: 
 n - зростає,  
p - спадає. 
Критична точка 0x   та точка 1x   (це точка розриву 
функції) поділяють область визначення функції на ін-
тервали монотонності:      ; 0 , 0;1 , 1;f f . Для ви-
значення знака похідної обчислимо останню в дові-
льних точках, які належать даним інтервалам. 
 
 
 
 
 
8 
Знайти екстре-
муми ( max / 
min  ) 
При переході через точку 0x   похідна змінює знак 
«» на « ». Тому, 0x   є точкою мінімуму функції і 
min (0) 0y  . 
В точці 1x   не існує екстремуму, бо вона є точкою 
розриву. 
9 
Знайти точки 
можливого 
перегину 
графіка фун-
кції. 
3 2
3 6 4
2 ( 1) 3 ( 1) 2 1
2 2 .
( 1) ( 1) ( 1)
x x x x xy
x x x
c§ ·    cc     ¨ ¸  © ¹  
Точки можливого перегину графіка функції (кри-
тичні точки другого роду): 
0;ycc   при 12 1 0; ;
2
x x    і 
;yccof   41 0; 1x x    (точка розриву). 
- - + 
0 1 p n p 
y c  
y 
x 
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10 
Знайти інтер-
вали опукло-
сті та вгнуто-
сті. Позначки: 
  - вгнутість, 
  - опук-
лість. 
Критичні точки другого роду розбивають числову 
вісь на три інтервали:  1 1; , ;1 , 1;
2 2
§ · § ·f   f¨ ¸ ¨ ¸© ¹ © ¹ . 
Для визначення знака другої похідної обчислимо 
останню в довільних точках, які належать даним 
інтервалам. 
 
 
 
 
 
 
11 
Знайти точки  
перегину. 
При переході через точку 1
2
x    друга похідна 
змінює знак «» на « ». Тому, 1
2
x    є точкою 
перегину. Обчислимо значення функції в цій точці: 
1
( )
2
y   
2
2
( 0,5) 1
0,11
( 0,5 1) 9
  |  . 
 
Побудову графіка функції рекомендується починати з побудови усіх 
асимптот і усіх точок, через які проходить графік функції, що одержані в 
процесі дослідження.  
 
 
- + + 
-1/2 1    
y cc
y 
x 
 
1 
 2 
0 1  -0,5 
 0,11 
 y=1 
 y 
 x=1 
 x 
 2  -2 
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Задачі та вправи для самостійного розв’язання 
 
1. Знайти асимптоти функції 
2 2 1x xy
x
  .  
(Відповідь: 0, 2x y x   .) 
 
2. Знайти асимптоти функції sinxy e x x  . 
(Відповідь: y x .) 
 
3. Знайти найбільше та найменше значення функції 
2
2 1
2
xy
x
   на про-
міжку > @2, 0 . 
(Відповідь:     11 1, 0
2
найм найбy y
    .) 
 
4. Знайти найбільше та найменше значення функції 3 23 6 2y x x x     
на проміжку> @1,1 . 
(Відповідь:    1 12, 1 2найм найбy y    .) 
 
5. Дослідити на монотонність та екстремум функцію 
  4 3 24 6 4 1f x x x x x     .  
(Відповідь:  f x  при  1,x f ,  f x  при  ,1x f ;  min 1 0y  .) 
 
6. Дослідити на монотонність та екстремум функцію 
  3 22 3 12 5f x x x x    . 
(Відповідь:  f x  при    , 2 1,x f   f ,  f x  при  2,1x  ; 
   min max1 2, 2 25y y    .) 
 
7. Дослідити на монотонність та екстремум функцію    2 8 xf x x e  . 
(Відповідь:  f x  при    , 4 2,x f   f ,  f x  при  4, 2x  ; 
   2 4min max2 4 , 4 8y e y e    .) 
 
8. Знайти проміжки опуклості та вгнутості, точки перегину функції 
  3 1f x x  .  
(Відповідь:  f x   при  ,1x f ,  f x   при  1,x f ;  1, 0  є точкою 
перегину.) 
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9. Знайти проміжки опуклості та вгнутості, точки перегину функції 
   4 21 24f x x x x    . 
(Відповідь:  f x   при    , 1 3,x f   f ,  f x   при  1, 3x  ; 
   1, 9 , 3, 197    є точками перегину.) 
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Запитання для самоперевірки з теми 
«Диференціальне числення функції однієї змінної» 
 
1. Дайте означення похідної. 
2. У чому полягає геометричний та фізичний зміст похідної? 
3. Наведіть формули похідних суми, добутку, частки двох функцій. 
4. Наведіть таблицю похідних основних елементарних функцій. 
5. Опишіть порядок диференціювання складених функцій. 
6. Які функції називаються заданими у параметричній формі і як вони 
диференціюються? 
7. Що таке диференціал функції у даній точці? 
8. Які властивості диференціала аналогічні властивостям похідних? 
9. Дайте означення похідної n   порядку. 
10. Дайте означення диференціала n   порядку. 
11. Сформулюйте правило Лопіталя для розкриття невизначеності типу 
0
,
0
f
f .  
12. Як розкриваються невизначеності типів 0 ,f ff  з використан-
ням правила Лопіталя? 
13. Як розкриваються степеневі невизначеності з використанням прави-
ла Лопіталя? 
14. Як знаходяться інтервали зростання та спадання функції? 
15. У чому полягають необхідна та достатня умови монотонності функ-
ції, сталості функції на деякому проміжку? 
16. Які точки називаються критичними? 
17. Які точки називаються точками екстремуму функції? 
18. Наведіть алгоритм дослідження функцій на екстремум. 
19. Які точки називаються точками перегину графіка функції? 
20. Як знаходити проміжки опуклості, вгнутості, точки перегину? 
21. Що таке асимптота графіка функції? 
22. Як знаходити вертикальні асимптоти графіка функції; похилі асимп-
тоти? 
23. Як знаходиться найбільше та найменше значення функції на відріз-
ку? 
24. Наведіть загальну схему дослідження функцій методами диференці-
ального числення. 
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